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UNITA’ DIDATTICA
RISOLUZIONE APPROSSIMATA DI EQUAZIONI

IL CONTESTO

La seguente unita didattica, avente come oggetto la risoluzione gpprossmata di equazioni
dgebriche e trascendenti, € inserita dl’interno di un modulo di dementi di andis numerica, rivolto
ad una cdlase quinta di liceo scientifico ad indirizzo sperimentde. L’unita didattica in questione e
preceduta da un’unita dedicata dla teoria degli errori ed e seguita da un’'unita avente come tema la

teoriaed i metodi di interpolazione.

LE MOTIVAZIONI

L’esgenza di presentare strumenti e metodi del calcolo numerico nasce dal consderare utile
e formativo per gli dlievi conoscere la posshilita di risolvere numericamente parecchi problemi
non dtrimenti risolubili con le tecniche operaziondi del calcolo agebrico.

Soricamente, I'interesse per 1o dudio di quedtioni riguardanti il calcolo dele soluzioni
gpprossmate di un'equazione ebbe il suo maggiore sviluppo a patire dd 700, e vide impegnati
matematici prestigios come Newton, Lagrange, Hermite e Gauss, i qudi eaborarono procedure di
risoluzione numerica di interesse certamente rilevante ma, a volte, eccessvamente complese per la
lunghezza e laboriosta del cacoli. Oggi, I'interesse per lo sudio di questi metodi ritrova grande
attudita perché, prestandos ad una traduzione informetica, ben S inseriscono nell’ambito ddla
disciplina che dudia e sviluppa le posshilita di esecuzione de cacoli dgebric sui cacolaori
elettronici.

Gli argomenti trattati consentiranno pertato di dedicare cura e atenzione paticolare alo
svolgimento ddl’ativita laboratoride, nella consapevolezza che la ricerca scientifica e lo sviluppo
tecnologico richiedono a giovani, dla soglia degli dudi universtari o del’ingresso ned mondo de
lavoro, conoscenze sempre piu gpprofondite e specifiche dei concetti teorici e di procedimenti
applicativi ddla matematica L’inserimento ddle nuove tecnologie ddl’informazione nela scuola é
gia una redtd, per cui ogni individuo deve drutturare le proprie abilita cognitive e le proprie
competenze in modo da essere continuamente in Sntonia con |'evoluzione, per potere cogliere le

potenziditadi tali srumenti e le opportunita pogtive che ess offrono.

PREREQUISITI
Per lo dudio degli argomenti tratati in questa unita S ritengono necessari 1 Seguenti
prerequisti cognitivi ed operaziondi:



- padroneggiare le tecniche dd cacolo letterde;

- aver acquisto il concetto di funzione di una sola variabile;

- sSgppere riconoscere e didinguere  funzioni  agebriche,  trigonometriche,  logaritmiche,
esponenzidi, trascendenti miste;

- avae asdmilao le nozioni fondamentdi ddl’andis infinitesmde per le funzioni di una
variabile

- sgpere dudiare una funzione ed essere cagpace di rgppresentarla in un sstema di riferimento
cartesiano ortogonale;

- sgpere definire ed avere compreso il concetto di success one numerica;

- possedere gli srumenti anditici della geometria;

- aver gopreso gli dementi dellateoriadegli errori;

- sgper vautare gli errori per conoscere la bonta dell’ approssmazione;

- sper far uso dd foglio di calcolo eettronico.

OBIETTIVI
Lo studio degli argomenti S prefigge i seguenti obiettivi:
- comprendere |’ utilita del metodi di gpprossmazione;
- Spereindividuare in quai cas hasenso ricorrere a metodi di gpprossmazione;
- acquisrei metodi di gpprossmazione proposti ndl’ unitg;
- comprendere ladiversitadegli dgoritmi per I goprossimazione;
- acquisire competenze per confrontare i divers agoritmi e vautarne labonta;
- sgpere utilizzareil foglio di cacolo dettronico per risolvere gli esercizi ddll’ unita didettica.

FINALITA'
- Riflettere sull’ efficaciae sull’ efficienza da metodi dgoritmidi;
- Potenziare le capacita di intuizione e comparazione per utilizzare metodi divers;
- Simolare la riflessone sulle potenzidita dela matemdica in generde ed in relazione dlo

sviluppo tecnologico.

STRUMENTI

Gli dlievi dovranno awdeas essavzidmente degli srumenti didettic tradiziondi qudi libri
adottati e condgliati. Essenzide e particolarmente coinvolgente e produttivo risultera I'integrazione
della trasposizione de contenuti con |'utilizzo delle gpparecchiaure informetiche durante le ore di
lezione dedicate dl'ativita di laboraorio. L'audlio di  drumenti  informeticic 9 ritiene



particolarmente utile, poiché consente di mostrare come Sa possibile pervenire a soluzioni in tempo

ragionevole e senza errori di cacolo.

METODOLOGIE ED ATTIVITA' DI RECUPERO

Saranno condotte ddle lezioni frontai in modo da suscitare I'interesse e la partecipazione
degli dlievi, rendendoli consgpevoli dd fato che gli argomenti in questione non pPOSSONO essere
QOltanto ricordeti e ripetuti, ma vano assmilai d fine di una manipolazione in termini di
aoplicazione informatica S proporra quindi I'utilizzo di un fodio eettronico in ambiente Exce per
clascun argomento trattato, mostrando acuni esempi ed assegnando degli esercizi, | cul risultati,
elaborati dd cdcolatore, possano essere interpretati  dagli dlievi per meglio comprendere
I efficienza ddlle diverse tecniche risolutive.

Per colmare lacune rilevaie in seguito dla somminidrazione di un tet di verifica, 9
interrompera |'azione didatica e sarahno riservate dcune ore Sa d recupero che a potenziamento.
A seconda delle Stuazioni da recuperare che S presenteranno, saranno svolte lezioni individuai per
i cad piu gravi, mentre par qudli meno gravi 9 terrano lezioni in cui gli dlievi che hanno

raggiunto gli obiettivi prefissati fungeranno datutor dei compagni che mostrano difficolta

CONTENUTI E PERCORSO DIDATTICO

Volendo esporre sommariamente il percorso didattico s puo dire che consgera ne
presentare dcuni metodi di  gpprossimazione, mettendo in evidenza come la ricerca de vaori
aoprossmati delleradici redi di un’equazione S possa effettuare in due pass successvi:

- Separazione delle radici, che consse nd deteminare gli intervali dela retta rede che
contengono una solaradice;
- calcolo del valore approssmato della radice dell’equazione secondo un' gpprossmazione
prefissata che S pud ulteriormente migliorare,

In particolare, per quanto riguarda la separazione delle soluzioni 9 presenteranno | metodi
grafico ed anditico. Per procedere poi dla loro gpprossmazione, prenderemo in consderazione i
metodi:

- di bisezione o dicotomico;
- delle secanti 0 delle corde;
- di Newton o delle tangenti;
- combinato;

- diiterazione.



Poiché 5 hanno a disposizione quattro ore settimandi, Saranno necessarie non meno di otto
lezioni di due ore ciascuna, comprendenti ativita di |aboratorio cui aggiungere due interventi di
recupero e verifiche ed un numero di esercitazioni laboratoridi definibili solo in corso d’ opera.

PRNH»

La prima lezione 9 gorira fornendo acune notazioni di tipo torico e facendo notare come la
ricerca ddle radici di un’equazione agebrica o trascendente f(x) = O presenta, in generale, grande
difficoltd, e solo raramente € posshile determinare | valori redi esatti x che soddisfano I’ equazione.
Infatti, non solo esstono equazioni paticolamente complicate, ma pud anche capitare che i
coefficienti non Sano noti & non gpprossmativamente; in tal caso, perde senso 1o stesso problema
della determinazione precisadelle radici.

Data pertanto I’ equazione

fx)=0
dove la funzione y = f(x) € definita e continua in un certo intervalo [a, b dela retta rede, il primo
obiettivo sara quedllo di isolare unaradice reale, neél caso in cui essta, e darne un’ gpprossimazione.

Il problema pit semplice s presenta quando la funzione € un polinomio. In questo caso
I equazione sara di tipo agebrico, ovvero saradd tipo

fX)=ax"+ ...+a,, al R, Ofifn
Se la determinazione degli zeri redi di un'equazione dffatta € come ben noto, dgoritmicamente
posshile per polinomi di grado d piu quattro, lo stesso non pud dirs per polinomi di grado
maggiore.

Uno de pit grandi success dela matematica moderna €, infétti, la dimostrazione dovuta ad
Abe’ secondo cui non esiste un dgoritmo che cacoli tutti gli zeri redi di un polinomio di grado
meaggiore o ugude acinque.

Prima di passare dla presentazione de metodi numerici per |'goprossmazione degli zeri
redi di polinomi in una solavariabile, g ritiene utile far conoscere un risultato classico noto come

Teorema dell’algebra di Sturm (1835),
il quade permette di cdcolare il numero estto degli zeri redi de polinomio deto in un intervalo
assegnato ddllaretta reale. ESSO pud essere enunciato schematicamente nel seguente modo.
Sa
fX) =axX"+a. X"+ . tax+a=0
un’ equazione algebrica di grado n quaunque che indichiamo con f,(X).

Safy(X) laderivata ddll’ espressione fo(X).

! Matematico norvegese (1802-1829), acquistd nome imperituro per i suoi lavori sulle equazioni agebriche, sulle funzioni e sugli integrali dlittici.
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L’ agoritmo ddladivisone di Euclide applicato af, e f; consente di scrivere

fo(}) = () (X) + r1(x)
Ponendo f2(x) = - ri(x) 9 avraf, = f1q; —fo.
Applicando nuovamente I'adgoritmo di Euclide a f; e f, e cambiando il segno del resto di r, 9
ottiene: f; = foqp — fa.
S procede dunque ricorsvamente. Se f, e f; non hanno radici comuni (caso d quae ¢ 9 puod
sempre ricondurre), S perviene ad un'dtra equazione: f.» = f.10.1 — fr conr £ n. Essendo f una
cogtante numericas eintal modo codtruita una successione di funzioni polinomidi fo, f1, ..., f..
Fisssti a e b, (a < b), vautiamo f,(a), fi(a), ..., f(a) e §(b), f(b), ..., f(b) e condgderiamo la
successione dei segni. S dimostra che il numero degli zeri redi dell’equazione f(x) = 0 e dato ddla
differenza V(@) — V(b)|, dove V(&) e V(b) sono rispettivamente il numero delle variazioni di segno
uaesub.
Proporremo alorail seguente

ESEMPIO 1

Saf(x) =xX*—2x -2

Poniamo f(x) = fo(X) efi(x) =f'(x) =3¢ -2
Dividiamo fo(X) per f1(x)

N —2x =2 -2
X +(2/3)x (1/3)x
Il -(43)x — 2

Quindi fo(x) = f2(X)qa(X) + r1(x) = (3¢ — 2)(U3)x — (4/3)x — 2.
Ponendo f(X) = - r1(X) = (4/3)x + 2, 5 ottiene fo(X) = f1(X)qu(X) — f2(X).

Dividiamo f1(x) per f2(x):
3%? -2 (43)x + 2
-3¢ -(92)x (94)x — 27/8
I -(92)x —2
+HI2)x + 27/4
/I +19/4

Poniamo f3(X) = - r1(x) = - 19/4 = costante.
Abbiamo cosi ottenuto la successione
fo(X) = —2x =2, f1(X) =3¢ =2, fa(X) = (43)x + 2, f3(x) =-19/4.



Cdcoliamo dapprima il numero degli zeri redi sulla retta rede. A td fing, vautiamo il limite ddla

uccessoneddlefunzioni par X ® +¥ eperx ® - ¥:

limfy(x) =- ¥, limfo(x) =+ ¥,
X® -¥ X® +¥
limfy(X) =+ ¥, limfy(X) =+ ¥,
X® -¥ X® +¥
limfy(X) =- ¥, limfi(X) =+ ¥,
X® -¥ X® +¥
limf3(x) =-19/4, lim f3(x) =-19/4.
X® -¥ X® +¥

Poiché V(- ¥) =2 e V(+ ¥) =1, risultera V(- ¥) - V(+ ¥)| = 1 ovvero la funzione ammette un
s0lo zero redle.
Ricordando la regola dei segni di Carteso possamo concludere che, poiché I'equazione f(X)
presenta una sola variazione, dloratae zero sara scuramente positivo.
Sqguira I'assegnazione di dcuni eserdizi sulla determinazione dd numero degli zeri redi di
un’ equazione agebrica
PHNH»

Nella lezione successva § passra dla tratazione dela separazione dele radic. A tde
scopo sara utile gpplicare il teorema, noto ddl’ andis matemdtica, dell’ esstenza deglli zexi.
Teorema. Se una funzione continua f(x) assume agli estremi ddl’intervalo [a, b] vaori di segno
opposto, ossa f(a@)f(b) < O, esste dmeno un punto interno dAl’intervalo in cui la funzione g
annulla Vde indtre che, se la funzione € derivabile e la sua derivata ha segno cogtante in tutto
I'intervallo, tale radice & unica
Per la separazione ddle radici S pud procedere dla rappresentazione grefica ddla funzione y = f(x).

Le ascisse de punti di intersezione di questo grafico con I asse delle x sono le radici dell’ equazione,

ESEMPIO 2

Data I’equazione X —2x — 2 = 0, di cui sappiamo, in virtl dell’esempio 1, che esiste una sola radice
redle, procediamo ala sua separazione tracciando il grafico della funzione f(x) =6 — 2x — 2.
Lafunzione é definitae continuain R, inoltre

limf(x) = +¥, limf(x) =- ¥.
X® +¥ X® -¥

Dalle derivate prima e seconda
f'(x) =3¢ =2 ef "(x) = 6,



S ricava che la funzione ha un massmo rdaivo in ¢ 2/3), (43)Q(2/3) — 2), un minimo reativo in
(Q2/3), -(4/3)Q2/3) —2) ed un flesso atangente obliquain (0, -2).
S hail grefico riportato di seguito, da quae d vedeil punto in cui lacurvaintersecal’ asse ddle x.

b

Determiniamo I’intervalo nel quae cade laradice. S ha:
f(1)=-3<0, f(2)=+2>0
percio l<a <2
S fara notare che per certe equazioni, soprattutto per quelle trascendenti, puo essere difficile
tracciare un grafico sommario ddla funzione y = f(x). S puo dlora scrivere f(x) @me differenza di
due funzioni g(x) e h(x), pit semplici da rgppresentare graficamente:
f(x) = 9(x) — h(x),
eleradici ddl’equazionef(x) = 0 9 ottengono risolvendo il Ssema
y=09()
y =h(x)
Le astisse de punti di intersezione delle due curve, grafici dele due funzioni, sono le radic

dell’ equazione f(x) = 0.

ESEMPIO 3
Separare leradici ddl’ equazione
e*—x+1=0.
Scriviamo | equazione ndllaforma:
e¥=x-1

econdderiamo il Stema

y=¢€"
y=x-1

Rappresentiamo graficamente le due funzioni in uno sesso ssemadi riferimento cartesano:



S ricava che le due curve g intersecano nel solo punto P, pertanto |'equazione ammette una sola
radice, che éI’ascissadd punto P etaeradice e compresandl’intervalo [1,2].

S aggiungera indltre che se la funzione € continua, la separazione ddle radici pud essere
fatta anche con metodo agebrico, che consste nd cdcolare il vaore ddla funzione (o0 anche solo il
Segno) per successvi vaori di X in un certo intervdlo; e praticamente sufficiente redizzare un
processo dicotomico dividendo I'intervallo dato in 2, 4, 8,... pati approssmativamente uguali.
Ogni vdlta che la funzione ha una variazione di segno nel passaggio da x; a %+1, ndl’intervalo [x;,
Xi+1] € compresa dmeno una radice Questo procedimento pud essere facilmente eseguito
utilizzando un calcolatore.

S faa seguire un'esarcitazione in laboraorio, durante la quae, con l'uso dd foglio
elettronico Excd, 9 modtrerail seguente

~————

ESEMPIO 4
Separare leradici ddl’ equazione & — 8x + 2 ndll’intervallo [-4; 4], utilizzando un foglio di calcolo.



SEPARAZIONE DELLE RADICI Cdla Funzione FormulaExce
f(x) = x° - 8x +2

S fte) =-30 B9 a+k =C3+$D$6
o passi= 20 o= CO flatk) =B9"3-8*BY+2
k= (b-a)/20 =04 Blo a + k :Bg + $D$6
Passo atk fla+k) — _
1 86 15856 Cl10 f(a+k) =B10"3-8B10+2
2 -32  -5,168
3 -2,8 2,448
4 -2,4 7,376
5 2 10
6 -16 10,704
7 -1,2 9,872
8 -0,8 7,888
9 -0,4 5,136
10 0,0 2
11 0,4 -1,136
12 0,8 -3,888
13 1,2 -5,872
14 1,6 -6,704
15 2 6
16 24  -3376
17 2,8 1,552
18 3,2 9,168
19 3,6 19,856
20 4 34

Come § puo vedere, la funzione cambia segno negli intervdli [-3,2; -2,8], [0; 04], [2/4; 2,8].
L’ equazione data ha percio treradici redi i cui vaori sono compres negli intervali suddetti.
S proporraquindi di risolvere con i metodi presentati | seguenti esercizi:

1. Separarele soluzioni dell’ equazione 2¢ — 6x + 1 = 0, dopo averne determinato il numero.

2. Sepaare le radici dell’equazione x + logx = 0. E possibile, a priori, determinarne il numero?

Perché?

PHNH»
Approssmazione del valore di una soluzione

Una volta effettuata la separazione delle soluzioni e individuati gli intervali in cui cade una
sola soluzione, s pud procedere al’ gpprossimazione delle radici cercete.

Nella lezione successiva, riprendendo, per esempio, I'equazione dell’esempio 1, S mostrera
come € posshile ottenere un vaore gpoprossmato ddl’unica soluzione determinata e come tde
appross mazione possa essere success vamente migliorata

Per procedere al’gpprossmazione di una soluzione S possono seguire divers metodi. S
cominceracol consderareil
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Metodo di bisezione o dicotomico.

Daa I'equazione f(x) =0, supponiamo che ga continua nel’intervalo [a b] in cui cade
una sola soluzione. Come gia detto, cio vuol dire che risulta f(@f(b) < O e che, inoltre, e f '(x) > 0
oppuref '(x) <O.
Per ottenere un vaore approssmato dela soluzione x = a 9 procede come seguer s divide
I'intervalo [a b] in due pati ugudi e S cdcola il vdore ddla funzione nd punto medio di astisa
(a+ b)/2. Serisultaf((a+ b)/2) = 0, dlora (a + b)/2 € la radice cercata, dtrimenti consderiamo i due
nuovi intervdli [a (@ + b)/2] e [(a + b)/2, b]. Di questi 9 sceglie qudlo a cui esdremi la funzione
f(x) assume vaori di segno opposto. Per comodita chiamiamo questo intervalo [a, by] e ripetiamo
il processo di dimezzamento. Cosi continuando S ofttiene una successone di intervadli, ognuno
incluso nel precedente, [ay, by], ..., [an, bn], di ampiezzeb,—a, = (b—a) / 2".
| vadori g sono vaori approssmati per difetto ddla radice a e i vaori b sono vaori approssmati
per eccesso di a. Inoltre, gli a formano una successone non decrescente limitata e i b formano una
successione hon crescente limitata e ammettono lo stesso limite che e laradice a, poiché

lim b —a, =lim(b—a) /2" =0
n® +¥ n® +¥

Fissata |’ gpprossimazione e richiesta, S puod ricavare il numero n di dimezzamenti necessari.

Ddlacondizioneb,—a, £ e siricava(b—a) / 2"£ edacui s han? logp (b—a) / e.

S faa notae che il metodo dicotomico s pud facilmente redizzare ne  cacolatori
eettronici. 1l programma di cacolo sara composto in modo che la macchina fornisca il vdore dd
secondo membro del’equazione nd punto medio ddl’intervalo [a,, b,] e scdga la sua mea

opportuna.

ESEMPIO 5
Data | equazione xC — 2x — 2 determinare le radici ameno di 10°°.
Servendos di un foglio Excd la soluzione sarala seguente:
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METODO DICOTOMICO 1

f(x) = X

a=1

b=2

eps=0
passo a
1 1
2 15
3 1,75
4 1,75
5 1,75
6 1,75
7 1,765625
8 1,765625
9 1,765625
10 1,767578
11 1,768555
12 1,769043
13 1,769287
14 1,769287
15 1,769287

-2X-2

,0001

b

2

2

2

1,875
1,8125
1,78125
1,78125
1,773438
1,769531
1,769531
1,769531
1,769531
1,769531
1,769409
1,769348

m

1,5

1,75
1,875
1,8125
1,78125
1,765625
1,773438
1,769531
1,767578
1,768555
1,769043
1,769287
1,769409
1,769348
1,769318

f(a)
-3
-1,625
-0,140625
-0,140625
-0,140625
-0,140625

-0,0270348
-0,0270348
-0,0270348
-0,0126546
-0,0054493
-0,0018429

-0,000039
-0,000039
-0,000039

f(b)

2

2

2
0,841797
0,329346
0,089142
0,089142
0,030729
0,001766
0,001766
0,001766
0,001766
0,001766
0,000864
0,000412

f(m)

-1,625
-0,140625
0,8417969
0,3293457
0,0891418

-0,0270348

0,0307288
0,001766

-0,0126546
-0,0054493
-0,0018429

-0,000039
0,0008636
0,0004124
0,0001868

Tde foglio Excd drutta le seguenti formule ricorsve che, una volta determinato il punto medio m

di [a b], forniscono gli estremi del nuovo intervalo contenente laradice:

Cdla

B8
C8
D8
E8
F8
G8
B9
C9

ar = [a+ (1 — segno(f(a)* f(m)))*a/2 + (1 + segno(f(a)*f(m)))*b/2]/2
by = [b + (1 —segno(f(a)*f(m)))* a2 + (1 + segno(f(a)*f(m)))* b/2}/2

Funzione Formula Excd
& = $C$3
by =$C$4
m = (B8 + CB)/2
f(a =B8"3-2*B8-2
f(b) =C8"3-2*C8-2
f(m) =D8"3-2*D8-2
& = (B8+(1-segno(E8* G8))* B8/2+(1+segno(E8* G8))* C8/2)/2
by = (C8+(1—segno(E8* G8))* B8/2+(1+segno(E8* G8))* C8/2)/2

Lo desso metodo pud essere implementato in Excd facendo uso di formule condiziondi, ne

seguente modo:
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METODO DICOTOMICO 2

e
V)
(7]
2]
o

P ©O© 00N O WNPRE

Cdla
B8
C8
D8
E8
F8
G8
B9
C9
H8

f(x) = x-2x-2
a=1
b=2
eps = 0,0001
a b m f(a) f(b) f(m) TEST
1 2 15 -3 2 -1,625
1,5 2 1,75 -1,625 2 -0,140625
1,75 2 1,875 -0,140625 2 0,841797
1,75 1,875 1,8125 -0,140625 0,841797 0,329346
1,75 1,8125 1,78125 -0,140625 0,329346 0,089142
1,75 1,78125 1,765625 -0,140625 0,089142 -0,027035
1,765625 1,78125 1,773438 -0,027035 0,089142 0,030729
1,765625 1,773438 1,769531 -0,027035 0,030729 0,001766
1,765625 1,769531 1,767578 -0,027035 0,001766 -0,012655
1,767578 1,769531 1,768555 -0,012655 0,001766 -0,005449
1,768555 1,769531 1,769043 -0,005449 0,001766 -0,001843
1,769043 1,769531 1,769287 -0,001843 0,001766 -0,000039
1,769287 1,769531 1,769409 -0,00004 0,001766 0,000864
1,769287 1,769409 1,769348 -0,00004 0,000864 0,000412
1,769287 1,769348 1,769318 -0,00004 0,000412 0,000187 STOP
Funzione Formula Excdl
a1 = $C$3
b1 = $CH4
m = (B8 + C8)/2
f(a) = POTENZA(BS;3) — 2*B8 — 2
f(b) = POTENZA(CS8;3) - 2*C8 -2
f(m) = POTENZA(DS;3) — 2*D8 — 2
2 = SE(G8*E8>0; D8; B8)
by = SE(G8*ES8>0; C8; D8)
STOP = SE(C8 - B8 < $C$5; “STOP”; “ *)

—~————

S proporra dlora di determinare, a meno di 10, le radici approssmate dell’equazione X - 5x° +
11x - 10=0.

Laquintalezione vertera sul

M etodo delle corde

DI

S mettera in evidenza che tde metodo risulta piu rapido nella ricerca ddla radice a

dell’ equazione f(x) =0, gppartenente al’ intervallo consderato [a, b tale che f(a)f(b) < 0.

Nell’ipotes che in tutto I'intervalo la funzione f(x) abbia derivata prima e seconda continue e di

Segno costante, S puo notare che:
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- la costanza dd segno di f '(x) serve a garantire che la funzione € sempre crescente o sempre
decrescente in tutto I’ intervalo;

- la costanza ddl segno di f "(x) serve a garantire che la funzione Sa concava verso I'dto o
verso il basso in tutto I intervalo.

Geometricamente, il metodo ddle corde consste nd sogdiituire ndl’intervalo [a b] dla curva y =
f(x) la corda passante per i punti A(a, f(a)) e B(b, f(b)).
A titolo indicativo s traccerala figura seguente:

¥

¥

B P

Dato che |’ equazione dellaretta passante per A e B
x-a  y-f@
YaYaYa =YY%V
b-a  f(H)-f@
ne segue che

y-f(@
Xx=a+ ¥%¥1%%Y: (b—a)

f(b) —f(a)
el’ascissadi un generico punto di ordinatay sulla corda.

Tderettaintersecal’ asse ddle x nd punto di ascissa

f
Xo = 852343/43/43/43/4 (b-a) =aj, cioe
f(b) —f(a)
af (b) — bf(a)
X0 = YaYaYaYaYaYa
f(b) —f(a)

Partendo da a ; la soluzione puo essere gppross mata successivamente.
Per procedere a tale approssmazione successva conviene distinguere due cas a seconda che sa
f(a > 0 oppuref(a) <O0.
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Se f(@ > 0O, come ndla figura precedente, s consdera il prodotto f(a)f(X,); se questo prodotto e
minore di zero, il nuovo intervalo sara[a, xo], dtrimenti sara[%o, b].

Naturamente il segno dd prodotto dipende dalla Stuazione di crescita o di decrescita di f(x) e ddla
concavita della curva

Oltre d caso illugrato nella figura precedente, S hanno i tre cas che schematizziamo ndla figura

muente:
¥+ ¥ ¥
o X D * 0 :

A
fla) f{xg) <0 F{B) F{xg) <0 i) F{ag) <0

S pud dimodrare, in forza ddl’'ipotes che la funzione e le sue derivate prima e seconda
sono continue ndl’intervalo, che 9 deve scegliere I'estremo ddl’intervdlo in cui la funzione e la
Sua derivata seconda hanno lo stesso segno.

Se f(af(x) < O, s applica il procedimento dl’intervdlo [a, %]. S traccia la retta che unisce i punti
A(a, (@) e C(X, f(x%)) es determinail punto X, :

af (%) —%of(3)
X1 =% Y Ya¥aYaYa.
f(%) —(3)

S hacos laformularicorrente

af(%) — %nf(3)
X1 = Y2 %% 0% %
fOq) —1(@)
Se invece f(Qf(x) > 0, e quindi f(b)f(x) < O, S deve scegliere lintervdlo [X%,, b] e 9 determina una
formulaandoga

Xnf(b) — bf (xn)
Xnt1 = Ya¥aYaYaYaYa .
f(b) —f(x,)

S puo dimograre che se la funzione f(x) e continua con le sue derivate prima e seconda e
inoltre nel’intervdlo [a b] risultaf '(x) * Oed f "(X) * O, dlora la successone delle x%, converge ad
a.

Fissato il grado di approssmazione e, il procedimento ha termine quando [Xw1 — X < €, In

particolare:
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- = f@ < 0, le gpprossmazioni successve formano una sSuccessone monotona
crescente e limitata % < X < ... < % < X1 < ... < a <b chefornisce vaori gpprossmeti
per difetto;

- s f@ > 0, le gpprossmazioni successve formano una successone monotona
decrescente e limitata a < a < ... < X1 < X < ... < X1 < Xo che fornisce vdori
approssimati per eccesso.

ESEMPIO 6

METODO DELLE CORDE 1

f(x) = x3-2x-2
a=1
b=2
eps = 0,0001
passo X; f(x;) b f(b) a f(a)
1 1,6 -1,104 2 2 1 -3
2 1,742268 -0,195885 2 2 1 3
3 1,765259 -0,029724 2 2 1 3
4 1,768697 -0,0044 2 2 1 -3
5 1,769205 -0,000649 2 2 1 -3

Nel presente esempio S € cacolata con il metodo ddle corde, atraverso il foglio Excd, la radice
dell’ equazione x® — 2x — 2 = 0, gia calcolatanegli esempi precedenti con il metodo dicotomico.

Cdla Funzione Formula Exce
B8 X =(F8*E8 — D8* G8)/(E8 — G8)
C8 f(x) =B8"3- 2*B8 -2
D8 b =$C$4
E8 f(b) =D8"3-2*D8-2
F8 a =$C$5
G8 f(a) =F8"3- 2*F8 -2
B9 Xn =(B8*E8 — D8*C8)/(E8 — C8)

S fara eseguire lo sesso esempio, sfruttando formule ricorsive:
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METODO DELLE CORDE 2

f(x) = x3-2x-2
a= 1
b= 2
eps = 0,0001
passo a b X; f(a) f(b) f(x) TEST
1 1 2 1,6 -3 2 -1,104
2 1,6 2 1,742268 -1,104 2 -0,195885
3 1,742268 2 1,765259 -0,195885 2 -0,029724
4 1,765259 2 1,768697 -0,029724 2 -0,0044
5 1,768697 2 1,769205  -0,0044 2 -0,000649
6 1,769205 2 1,769279 -0,000649 2 -0,00010 STOP
Cdla Funzione Formula Excd
B8 a =3$C3$3
C8 b1 =$C$4
D8 Xi =(B8*F8 — C8*ES8)/(F8 — ES8)
E8 f(a) =POTENZA(BS;3) —2*B8 -2
F8 f(b) =POTENZA(C8;3) —2*C8 -2
G8 f(x) =POTENZA(DS;3) - 2*D8 — 2
B9 & =SE(G8*E8 >0; D8; BS)
C9 b, = SE(G8*E8 >0; C8; D8)
H9 STOP =SE(ASS(D9 — D8) < $C$5; “STOP”; “ *)

NDANMD

Ne corso dellalezione successiva sara presentato il

Metodo delle tangenti

Congderiamo |'equazione f(x) = 0 ammettendo, ad solito, che ndl’intervalo [ab] cada una
sola soluzione. Ammettiamo, inoltre, che in tutto l'intervalo, il segno ddla derivata prima e
seconda Siano costanti.
Cio posto, possamo dire che il metodo di Newton o ddle tangenti condste nd sodituire,
nel’intervdlo [a b], dla curva che rappresenta f(x) la retta tangente ad essa in un estremo
ddl’'intervalo e assumere come vaore gpprossimato dela radice, I'ascissa X, del punto in cui la
tangente interseca l’ asse ddlle x, internamente dl’ intervalo [a, b].

A titolo indicativo s fara osservare la seguente figura
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Il?r;!
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%

Ta:
5

i |
%%’@"x\ ?

S condderera dloral’ equazione ddlla tangente dla curvand punto A(a, f(8)):
y—f@=f'@x-a.
Sef'(@?! O,postoy =0, S ricava:

f(@
Xo=a- ¥%%
f'@
S ha cos l'intervalo [%, b]; s ripete il procedimento per % e S ottiene un’dtra approssimazione
dellaradice:

()
X1 =Xo- Y% %4
f (o)

g ricava, codl, laformularicorrente:

fx)
Xn+1 = Xn - ¥2Ya ¥,
f'(%)

che permette di determinare successve gpprossmazioni della radice a. Anzi, con le ipotes pogte, s
puo dimostrare che la successione ddlle x, converge proprioad a..
Fissato il grado di gpprossmazione e, il procedimento hatermine quando [X.+1 - Xa| < €.

Ossarviamo che, per quanto riguarda la scdlta ddl’ estremo ddl’intervalo in cui considerare
la retta tangente, € necessario procedere partendo dd punto in cui la funzione e la sua derivata
seconda hanno o stesso segno.

S noterd, infatti, che nd caso consderato, se s fosse posto X, = b e di conseguenza f(Xo)f
"(%) < 0O, tracciando la tangente dla curva per il punto B(b, f(b)), s sarebbe ottenuto il punto X,
stuato al’esterno ddl’intervalo [a, b], cioé questa scelta dd vaore inizide avrebbe reso il metodo
di Newton poco pratico.
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S fara osservare inodltre che tde metodo e soprattutto comodo quando, nell’intorno della
radice data, il grafico ddla funzione ha una pendenza consderevole. Ma e il vaore numerico ddla
derivata f '(x), ndl’intorno dela radice, e piccolo, il cdcolo della radice mediante questo metodo
puo risultare laborioso e divenire anche impossibile.

Quindi, s« la curva y = f(X) € quas orizzontde ndl’intorno de punto di intersezione con
I'asse delle astisse, non e condgliabile I'applicazione del metodo di Newton per la soluzione

dell’ equazione f(x) = 0.

S ritiene, a questo punto, opportuno e/idenziare che il metodo delle corde e il metodo ddle
tangenti danno soluzioni gpprossmate per 0 per difetto, secondo la concavita della curva,
ma e gpplicati ad una stessa funzione, della radice a uno da una soluzione gpprossimata per difetto
e |’ atro per eccesso.

S proporra la risoluzione del’equazione, gia risolta col metodo dicotomico (esempio 5) e
con il metodo delle corde (esempio 6), facendo uso di due fogli Exce in cui S gpplica il metodo
delle tangenti (nel secondo foglio § fauso di formule ricorsve).

ESEMPIO 7
METODO DELLE TANGENTI 1
f(x) = x-2x-2
a=1 f(a) = -3 f@=1
b=2 f(b) =2 f(b) = 10
eps = 0,0001
passo X f(x) f(x)
4 54 46

2,826087 14,91913 21,9603
2,146719 3,599507 11,82521
1,842326 0,568509 8,182498
1,772848 0,026345 7,428966
1,769301 0,000067 7,391282
1,769292 0,000000 7,391186

Cdla Funzione FormulaExcd

~NOoO o WN PP

BS X =$C$3 — (E3/G3)
Cc8 f(x) =B8"3- 2*B8—2
DS f(x)  =3*B8"2-2

B9 X =B8 — (C8/D8)
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METODO DELLE TANGENTI 2

f(x) = x>-2x-2
a=1 f(a) = -3 f'@)= 6
b=2 f(b) =2 f'(b) = 12
eps = 0,0001
passo X f(x) f(x) TEST
2 2 10
1.8 0,232 7,72

1,769948 0,00485 7,39815
1,769293 2,28E-06  7,39119
1,769292 5,05E-13 7,391186 STOP

Cdla Funzione Formula Excd

ga b wN P

B8 X =SE(E3*G332 0; $C$3; $C$4)

Ccs f(x) =POTENZA(BS;3) - 2*B8 -2

D8 £ (x) =3*POTENZA(BS:2) — 2

B9 X =B8 — (C8/D8)

E9 STOP =SE(ASS(D9 — D8) < $C$5; “STOP": “ “)

PHNH»

| due metodi precedenti, portando ad una successone di gpprossmazioni da un solo lato dd
valore esato della radice, non sempre consentono di vautare, con dovuta precisone, I'errore
COMMESS0.

S ritiene interessante modtrare che, s ¢ 9 awicina d vdore esato ddla radice
smultaneamente da ambedue i lati, dlora, maggiorando la differeza’ x, — X, (dove X, e %, indicano
rigoettivamente il vaore a passo n-esmo ottenuto gpprossmando la radice con il metodo dele
tangenti e con quelo delle secanti), diventa possibile consderare ragpidamente il grado di esattezza
delle gpprossmazioni effettuate.

Tde metodo, detto

M etodo combinato,

sara oggetto ddlla settimalezione.

Sa f(a@f(b) < 0 e supponiamo sempre che f'(x) e f*(x) conservino il segno codtante ndl’intervalo
[a b].

Combinando i due metodi dele secanti e delle tangenti S ottiene un metodo, ad ogni stadio del
quae, d trovano vaori per difetto e per ddla radice esata del’equazione f(x) = 0. ne
risulta, in particolare, che le cifre comuni a % € X, appartengono necessariamente ala radice esatta.

Teoricamente possono aver luogo quettro casi:
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f'x)>0;,f"(x)>0;
f'X)>0;f"(xX) <0,
f'x) <0, f"(x)>0;
f'xX)<0;f"(x) <O.

Limitiamo lo studio d primo caso.

A WD P

Sadunquef'(x)>0ef"(x) >0perat x £ b; poniamox, =a, Xo=be

f(%n)
Xl = Xn - Ya¥Va¥a¥a¥a¥a ( Xn—Xn) ;
f( X ) — (%)

f(" %n)
Xl = X - Ya¥aYaYa

f'( %)
Da quanto dimostrato in precedenzaderivachex, <a < x,e0<a - X, < Xp—Xn.
Se I'errore assoluto della radice approssmata X, € dato a priori ed € ugude ad e, il processo di
awicinamento ndl’igante in cui 9 dabilisce che X, - X, < e. Fnito il processo, sara meglio
prendere quae vaore della radice a la media aitmetica degli ultimi vaori ottenuti:’ a = %2 (X,
+ Xn).
ESEMPIO 8
Cacolare I’ unicaradice positiva ddlI’ equazione f(x) = > - 2x - 2=0ameno di 10,
Sappiamo che laradice gppartiene dl’intervalo [1, 2] echeintaeintervdlof'(x) >0ef "(x) > 0.
Applichiamo il metodo combinato ponendo X, = 1 € X, = 2, mediante I'uso di un foglio Excd.

METODO COMBINATO

f(x) = X’-2x-2
Xo=1 f(o) =-3
Xo =2 f(o) =2 f(xo) = 10
eps = 0,0001
passo Xi f(x) % f(x) (%) Xi- X TEST
1 1,6 -1,104 1,8 0,232 7,72 0,2
2 1,765269 -0,029648 1,769948 0,00485 7,39815 0,004679
3 1,76929 -0,00001 1,769293 0,00000 7,39119 0,000002 STOP
Cdla Funzione  FormulaExcd
B8 X1 =$CH3 — (PES3 / ($EM - $E3))* ($CH4 - $CH3)
C8 (%) =B8"3-2*B8 -2
D8 X1 =$CH4 — ($EH4 - $GH4)
E8 fCx) =D8"3- 2*D8 -2
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F8 f'Cx)  =3*D8"2-2

G8  Xx-—X =D8 - B8

H8 ~ STOP  =SE(ASS(GB)<S$C$5;“STOP'; " *)
B9 X =B8 — (C8/ (E8 — C8))*G8

D9 "X =D8 - (E8/ F8)

Allafine bastascegliere ™ a =% Xp + Xn ).
DM

S conduderal’ unita con unalezione sul

Metodo di iterazione.
Per determinare una radice gpprossmata dell’equazione f(xX) = O con il metodo di iterazione, la 9
trasformain un' dtra, ad essa equivalente, avente laforma

x=9g(x) @
Prendendo un qualsias vaore gpprossmato a, di una radice dell’equazione f(x) = O e sodtituendo
nel secondo membro ddla (1) otteniamo un vaore a; = g(a,). Sodituendo quindi nd secondo
membro della (1) il vaore a; ottenuto, S ha un nuovo vaore a» = g(a1). Procedendo ulteriormente
otteniamo una successonea, = g(an-1).
Se guesta successione e convergente, laradice a dell’ equazione f(x) = 0 € data da

a=liman.
n® ¥

Perché il metodo iterativo sSia applicabile occorre che la successone a, Sa convergente. A td

proposito vae il seguente

Teorema. Daa la funzione g(x), definita ndl’intervdlo [a b] e derivabile in ogni punto di [a b], s
risulta |g(a)| < 1, " a tale che a< a < b, dlora la successone a,, € convergente indipendentemente
dd vdoreinizidea,l [a, b].

Intd caso, laradice ddl’equazionex = g(x) éa =liman.

n® +¥
ESEMPIO 9
Consideriamo la solita equazione x3-2x-2 = 0. Scriviamo
X -2
X=%YaYaYa.
2
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X —2
Sag(X) = %% %%, dacui g(x) = (3/2) X, dlora” x1 [1; 2] lacondizione|g'(x)| < 1
2

non e verificata
Scriviamo dloral’ equazione ndlla forma seguente:
x =30(2x + 2),

2
esag(x) = 3Q2x + 2), dacui g(X) = ¥ ¥ ¥ ¥ % ¥4, funzione decrescente di x, tale che
332 + 2)°
2 2
d)=%%% e dJd@=%%%,
33016 3386
quindi lacondizione di convergenza |g'(x)| < 1, per x T [1; 2], & verificata
Partendo dloradaag = 1,5, § trova successivamente
ai=g(ao)

az=9g@i)

Facendo uso dei metodi presentati S assegnera di determinare, @ meno di 103, le radici
approssmate delle seguenti equazioni:

1. X=8+2=0

2. 5C-x-x-6=0

3. &€-x-2=0.

DAINPMD

VERIFICA E VALUTAZIONE
Ai fini dellavautazione, saranno somminidrate le seguenti schede di verifica

Scheda di verifical

1. Data un’ equazione algebricaf(x) = 0 di grado nl N, & possibile determinare in maniera esatta:
o Soltanto leradici redli
o Saleradic redi che quelle complesse

o Il numero ddleradici
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o |l numero ddleradic redi.

2. Dato un intervallo [a, b] con a b T R, e un'equazione f(x) = 0, se S verifica che f(a)f(b) < 0,
dlora

o Essedmeno unaradice ddl’equazionein [a b]

o Nonesgedcunasoluzionein [a b

o Nonci sono eementi sufficienti per rigpondere.

3. Néela risoluzione di un’'equazione (algebrica o trascendente), il metodo dicotomico € utilizzato
per:

o  Separareleradici

o  Determinare un vaore approssmato di unaradice

o  Risolverein modo esatto |’ equazione

o  Abbassaredi grado I’ equazione.

4. In qudi di questi cas e gpplicabile il metodo delle corde?
o f'(x)t0ef"x): 0" xI [a0b]
o f')r0 " xI [ab]
o f'(x) ef "(x) hahno segno costante” x 1 [a, b
a  Sempre

5. 1l metodo delle tangenti per risolvere un’ equazione s pud applicare:
o Sempre
o Solo per equazioni agebriche
o Sef'(x)ef"(x) sono continue e non nullein[a, b
o Sef(af(b)? O.

6. Il metodo delle tangenti fornisce vaori della radice agpprossmati:
o Pereccesso
o Perdifetto
0 Per eccesso o per difetto secondo la concavita ddlla curva

7. Applicando i metodi delle secanti e delle tangenti ad una stessa funzione:

o |l primo fornisce vaori della radice approssmati per difetto ed il secondo per
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o |l primo fornisce vaori dellaradice approssmati per eccesso, il secondo per difetto
o Uno fornisce vaori della radice approssmati per e I’dtro per difetto secondo
la concavita ddlla curva

o Forniscono entrambi valori per o per difetto secondo la concavita ddla curva.

8. Il metodo combinato:
o Non presenta dcun vantaggio rispetto a metodi delle tangenti 0 delle secanti
o Fornisce soltanto vaori della radice approssmati per
o Fornisce soltanto vaori dellaradice gpprossmati per difetto
o Consnte di condderare regpidamente il grado di esattezza dele approssmazioni
effettuate.

9. Se con x, 9 indica |'goprossmazione n-esma ddla soluzione di un’'equazione ndl’intervalo [a
b], dlorafissato il grado di approssmazione e, il processo 9 arresta:

o Quando X, - Xp+1< e

o Quando X, - Xw1|<e

o Dopo un numero di pass scdto arbitrariamente.

10. Quae metodo consente di determinare piu velocemente un vaore approssmeato di una radice
con un grado di precisione fissato?

o Metodo dicotomico

o Metodo delle tangenti

o Metodo combinato

o Sono tutti equivaent.

Scheda di verifica 2
Dopo aver cdcolato, nd caso in cui e posshile il numero dele eventudi radici redi, separare le

radici ddlle seguenti equazioni e, mediante il metodo di approssmazione che ritieni piu opportuno,
determinare un valore delle radici con approssimazione dmeno di 1073,

1 2% +x—x¥-2x-2=0

2. x> =2 —logx=0

3. &-x=0
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Veranno indtre effettuate verifiche ordi individudi che non g ridurranno dle semplici
conoscenze mnemoniche dei contenuti, ma serviranno a rilevare le cgpacita di deduzione logica ed
andogica ddl’dunno. A td fine 9 utilizzera una griglia di vautazione che prendera in esame le
capacitadi:

- percezione
- cognizione
- riflessone

- eaborazione
- goplicazione
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GRIGLIA DI VALUTAZIONE'

GIUDIZIO
PERCEZIONE
mostra: atenzione
interesse
motivazione
partecipazione
COGNIZIONE
utilizza risorse cognitive
possiede i prerequisiti richiesti
ha assmilato i contenuti ddll’ unita
RIFLESSONE
ha capacita di: andis
comparazione
inferenza
sintesi
formalizzazione
ELABORAZIONE
sa: interpretarei risultati ottenuti
vautare I'efficienza degli
agoritmi utilizzati
utilizza: linguaggio appropriato
rigore espositivo
eleganza ndl’ argomentare
APPLICAZIONE
sa applicae  in  Excd le

conoscenze acquisite

"I punti indicati saranno valutati esprimendo un giudizio trai seguenti:

scarso, insufficiente, mediocre, sufficiente, discreto, buono, ottimo, eccellente.




UNITA’ DIDATTICA: INTERPOLAZIONE

IL CONTESTO

La seguente unita didattica, avente come oggetto la tratazione dei metodi di interpolazione,
e insgita dl'interno di un modulo di andis numerica, rivolto ad una clase quinta di un liceo
scientifico ad indirizzo sperimentae.

L'unita didattica in questione e preceduta da due unita dedicate, ripettivamente, dla teoria

degli errori ed dlarisoluzione delle equazioni con metodi di approssimazione.

LE MOTIVAZIONI

Tecnica utilizzata per agoprossmare numericamente funzioni di cui 9 conoscono  dcuni
vaori, l'interpolazione codituisce uno drumento matematico particolamente utile ed  efficace
nel’ambito dele matematiche agpplicate e ddle scienze sperimentdi. Infati, poiché spesso €
posshile ossarvare sperimentdmente I'esisenza di rdlazioni tra due o piu grandezze, sorge |l
problema di determinare una funzione che rappresenti queste relazioni e permetta di andizzare
meglio i fenomeni ossarvati.

PREREQUISITI
Per intraprendere lo sudio degli argomenti ddl’unita 9 ritengono necessari | seguenti
prerequigti:
- Sgpere operare con espressioni letterdl;
- possedere gli strumenti della geometriaanditica;

- conoscere le nozioni fondamentdi dell’andis infinitesmae per le funzioni di unavariabile.

OBIETTIVI
Allafine ddlo svolgimento ddl’ unitd, o Sudente dovra:
1. averecompreso il problemaddl’ interpolazione;
2. sgpere codruire una funzione interpolante con i metodi di:
- interpolazione lineare;
- interpolazione parabolica;
- Newton,
- Lagrange
3. sypereindividuare quale metodo gpplicare in relazione a dati ddl problema;
4. averepotenziao le sue abilita nelle tecniche di cacolo.
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STRUMENTI E METODI

Saa condgliao I'utilizzo dd libro di teto come supporto agli gopunti forniti durante le
lezioni, le quai saranno condotte in modo da coinvolgere la partecipazione e I'interesse degli
dlievi. Eventudi difficolta, che 9 evidenzieranno nd corso ddla trettazione degli  argomenti,

Saranno recuperate grazie dl’ ausilio di acune ore dedicate al’ esercitazione,

CONTENUTI E PERCORSO DIDATTICO

In molti problemi § ha a che fae con una funzione f(x) di forma non dementare, 0
addirittura sconosciuta, di cui 9 possede solo una tabulazione in un numero finito di punti (Sovente
g trattadi misurazioni sperimentdi).

I problema ddl’interpolazione consse ned deteminare una curva y = F(X) che in
corripondenza degli n + 1 vaori:

X0, X1, -eey Xny

punti di suddivisone di un generico intervalo [a, b, di cui § conoscono i vaori

Yo =f(x0), y1 =f(x1), ..., yn = f(xn),
assumei valori:

F(x0) = Yo, F(x1) = y1, ..., F(Xn) = Y.
Poiché di funzioni y = F(X) di tipo quasias, che soddisfano dle condizioni precedenti, ne possono
esdere infinite, 0 anche non esdene s cechea di risolvere il problema ddl interpolazione
determinando la funzione F(x), avente forma polinomide.

Limitando lo sudio a problemi che dabiliscono relazioni tra due sole grandezze, d
presenteranno pertanto duetipi di interpolazione:

- lineare
- parabolicao quadratica;
eleformule di interpolazione di Lagrange e di Newton.

Avendo a disposizione quattro ore settimandi, 9 ritiene necessario un numero di lezioni non
inferiore a cinque, di due ore ciascuna, durante le quai e previsto anche lo svolgimento di dcune
esercitazioni.

PHNH»

Nela prima lezione, dopo aver presentato agli dlievi la necessta di trattare il problema

ddll’interpolazione, s introdurrail metodo di
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Interpolazione lineare.

Tde metodo condste nd codruire, come funzione interpolante, un polinomio di  primo
grado che passa per due punti rilevati.
Dati due punti A(xi;y1) e B(X2;y2), come S pud ricordare ddlo studio della geometria anditica, per
tali due punti passa una ed unasolaretta, la cui equazione €

Y—VY1 X—=X1
%%% = %%Ya.
Yo—Y1 X2 —X1

Daessad ricava:

Y2—Y1
Yy=y1+%%Y (X—X).
Xo — X1

S ottiene in td modo la funzione interpolante y = f(x), cioe la retta interpolante. Nd caso di
funzione tabulata € nota la funzione e con I'interpolazione lineare s sodituisce dl’arco di curva fra
I due punti A eB, il segmento di estremi AB.

Con I'interpolazione diretta, per ogni vaore di X, tae che x < X < %, 9 cdcolail vdore di
y che risulta gpprossmato per difetto o0 per eccesso, secondo |'andamento della funzione. Viceversa,
con I'interpolazione inversa, noto y, con la sessa reazione s cacola il vaore di x che risulta pure
approssmato per difetto o per eccesso.
ESEMPIO 1
Da dati dd cenamento dd 1981 risultava che le abitazioni occupete in Itadia erano 17542 e dd
censmento del 1991 erano 19736.
Vautare, mediante interpolazione lineare, il numero di abitazioni nel 1984.
Siano (1981,;17542) e (1991;19736) le coppierilevate; 5 halareazione:

(y—17542) : (19736 — 17542) = (1984 — 1981) : (1991 — 1981)

ed ricava
y = 17542 + (3/10)2194 = 18200,2.
Quindi § vduta che nd 1984, il numero ddle
INTERPOLAZIONE LINEARE
= 1981 o= 1991 abitazioni occupate Sa stato di 18200,2 unita. Se
y1 = 17542 y2= 19736 S volessro conoscere dati relativi ad dtri anni,
« y con molta fadlita, con I'uso di un foglio Excd, s
1981 17542 modrera che € posshile ottenere | risultdi
1982 177614 _ _
1983 179808 desiderati:
1984  18200,2
1985 18419,6
1986 18639
1987  18858,4
1988  19077,8 30

1989 192972
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Cdla Funzione FormulaExcd

B6 X1 =$C$2
C6 Y1 =$C$3
B7 X =B6+1
C7 Yi =C6 +(($E$3 -C6)

| ($ES$2-B6))* (B7-B6)

S assegneranno poi | seguenti esercizi:
1) Datalatabdla
X f(x)

1| 12,4735
2| 14,7248
determinare |'equazione della retta interpolante e calcolare il valore di y per x = 1,65 ed il vaore di
X sey = 13,2615.
2) Determinare I'equazione della retta interpolante noti i punti A(3;14,28), B(5;10,72) e cdcolare
per qualevdoredi x risultay = 12,85.
Entrambi gli esercizi dovranno essere risolti anche mediante I’ uso del foglio Excdl.
PHNH»

Nella seconda lezione s spieghera come, in modo anadlogo, se S conoscono tre punti, S puod
codruire una parabola d'asse verticde passante per i tre punti e vautare il valore di y per un X
compreso fraess. S parlain questo caso di
I nter polazione par aboalica.

Siano dati tre punti
A(xa;y1), B(xz1y2), C(x;Y3)-
Come d puo ricordare ddlo studio della geometria anditica per quedti tre punti passa una ed una
sola parabola, la cui equazione & dd tipo:
y=adc+bx+c.
In particolare, per ottenerei vaori dei coefficienti a, b e c occorrerisolvere il Sstema:

ax®+bx+tc=y;
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o’ + b +Cc=ys
axg’ +bxg +C=ys
S tratta di un Sstema codituito da tre equazioni di primo grado ndle incognite a, b e c. Sostituendo
i vaori ottenuti nell’equazione generica della parabola, 9 ottiene la funzione interpolante y = f(x),
cioé la parabolainterpolante.
ESEMPIO 2
Congderiamo i punti A(-1;-1), B(0;0), C(2;14). Imponendo il passaggio ddla parabola genericay =
ax® + bx + c per i tre punti dati, S ottieneil Sstema
a-b+c=-1
c=0
da+2b+c=14
da cui
a=2
b=3
c=0
Pertanto |’ equazione della parabola passante per i tre punti @y = 2¢ + 3x.

~————

S chiederadloradi risolverei seguenti esercizi.

- Dateletabelle
x o 2 3 x| 1 2 4
y‘ 3200 3000 2800 y [180 200 270

determinare I’ equazione ddlla parabolainterpolante.

A questo punto s fara notare che il procedimento reaivo dla codtruzione di un polinomio
interpolante pud essere generdizzato imponendo la condizione che la'y = f(X) pass per 4 punti, per
5 punti e in generde, per n + 1 punti. La funzione nterpolante che S ottiene €, rispettivamente, un
polinomio di 3° grado, di 4° grado e, in generde, di grado n.

Naturamente, occorre notare che via via il procedimento di risoluzione s complica, in
quanto, se 9 impone che la funzione interpolante pass per n + 1 punti, cioé sa di grado n, occorre
risolvere un sstema lineare di n + 1 equazioni in n + 1 incognite. Per determinare i coefficienti del
polinomio, evitando la risoluzione di un Sstema complesso se n e grande, sono Sate introdotte varie
formule che danno lo stesso polinomio. Formule di interpolazione particolarmente utili sono date

determinate da Lagrange e da Newton.
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IO DOD 4

Lalezione successiva sara pertanto dedicata dla costruzione del

Polinomio interpolante di L agrange.
Assegnate n + 1 coppie di punti

(%05 Yo), (%15 Y1), s (%0} Yn),
con le x tutte didinte tra loro, € posshile dimostrare che esste un unico polinomio P(x) di grado n
tdeche

P = Vi, i=0,...,n.
S dimogtradapprimal’ unicita.
SiaP(x) = ax" + ax™ + ... + &. La condizione P(x) = y equivadle arisolvere il Sstemallineare di n
+ 1 equazioni ndlen + 1 incognite &y, a, ..., &

P(Xo0) = Yo

P(x0) = Yn
Supponiamo, per assurdo, che esistano due polinomi Pi(x) e P»(x) tai che
Pi(x)=Px(x)=Vi (i=0,...,n).
In tad caso il polinomio P(X) := R(X) — P2(x), avente grado £ n, avrebbe dmeno n + 1 zeri X peri =
o ....n
Poiché per il teorema fondamentde del’adgebra, un polinomio di grado n anmette d piu n
soluzioni redi, € possibile concludere cheil polinomio P(x) & identicamente nullo, per cui risulta
P]_(X) = Pz(X).
L’ esstenzadd polinomio S prova atraverso la sua costruzione.
Dai i punti A(X, Yo) € B(x1, y1), il polinomio interpolatore dei due punti &
X — X1 X —Xo
PX)=Yo %% +y1Ya%aYa.
Xo—X1 X1 —Xo
S veificainfatti che P(xo) = Yo € P(X1) = ya1.
Nel caso generdedi n+ 1 coppiedi punti S scrivera
(X=x1) (X=X2) ... (X=X0)  (X=X0) (X=X2) ... (X =Xn)
PX) = ¥4%¥Y¥%aYaYa¥aYaYa¥a Yo+ Ya¥aYaYa¥aYaYa¥aYa¥a¥a yr + ...
(X0 —X1) (X0 —X%2)...(0—Xn) (X —X0)(X1 —X2)...(X1 — Xn)
(X —X0) (X =X2) ... (X —Xn-1)
+ Y0YaYaYaYaYaYVaYaYaYVaYaYa Y
(%0 = X0) (%0 = X2)...(Xn — Xn-1)

ESEMPIO 3
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Determinare il polinomio interpolante di Lagrange per le coppie di vaori
x|1 2 3 4
y 6 2 4 15
(x2(x3)(x4) (1)x-3)(x4) (Dx2D(x4) (x1)(x-2)(x-3)
V= YaYaYaYaYaYa 6+ YaYaYaYaYaYn 2+ Ya¥aYaYaYaYa A+ YaYa¥a¥aYaYa 15
(1-2)(1-3)(14) (Z-1)(2-3)(24) (B-1)(32(34) (D243
Svolgendo i cacoli, S trovail polinomio interpolante

x® — 15x +26
V=%¥YYa¥a¥aYa.

S asegnerail seguente esercizio.
Datala seguente tabella di vaori, determinare f(3) gpplicando il metodo di Lagrange.

x 2 4 5
'y 3 7 9

MDA

Laquartalezione sradedicata dla

I nter polazione con il metodo di Newton.

Vaie sono le formule di polinomi interpolanti di Newton. Quella pil generde e data dd
polinomio interpolante di Newton ale differenze divise,
S considerino n + 1 coppiedi punti

(%05 Yo), (15 Y1), s (%0} Yn),
le cui astisse, per semplicita, Sano ordinate, ad esempio in senso crescente. Supponiamo dunque
chexp < X1 < ... <Xn. Il polinomio interpolante P(x), con P(x) = y; peri =0, ..., n, abbialaforma
P(X) = a + & (X —Xo) + @&(X —X0)(X — X1) + ... + 8n(X — X0)(X — X1)...(X —Xn-1)-
Ossarviamo cheil grado di P(X) € uguae an. Poiché
P(X0) = Yo

P(%) = Yn
osservando che tde sstema € un sdstema di n + 1 equazioni in n + 1 incognite, ammette una
sola soluzione, per cui
2 =Yo

yi—Yo f(x)—f(xo)
a1 = Ya¥a¥Ya =% =1[X0, X1], detta differenza divisa prima.
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X1 —Xo X1 —Xo
f(x2) —f(x0) f(x1) —f(xo)
=Y YaYaYaYaYa - ¥a¥aYaYaYaYaYa =
(X2 —X0)(2 —X1) (X1 —X0)(X2 —X1)

1 fx) —f(x0)  f(x1) —f(x0)
=YY YaVa¥aVaVa - VaVa¥abaa
(e—X1) [ (x—Xo) (X1 —Xo)

1
:%%%% ﬂmn¢4%mﬂ=
Xo — X1

X0, X2] —f[x0, X1]
=YY YaYa¥a¥a¥aYa =X, X1, X2].
Xo — X1

E possibile provare che

f[xe, %] — 1[0, X4l
f[X0, X1, Xo] = ¥4 %4 %4 %4 %4 %4 %44, detta seconda differenza divisa.
X2 —Xo
Per ricorrenza, quindi, peri =0, 1, 2, ...
f[X11 X21 ey Xl] _f[XO) le ey Xl-l]
a=f[x0, X1, ..., X]| =% %% Y% YaYaYaYaYaYaYa.
Xi —Xo
S dara, aquesto punto, lo schemaddl’ dgoritmo peri =0, 1, 2.
i=0 1 2
Xo | Yo=f(xo)™—uuo
/ f[XO’ Xl]\
X1 | yi="f(x) %0, X1, X2]
X2 | Yo=1()_—"

Owviamente |o schema puo essere generdizzatoper i =0, ..., n.

[I polinomio interpolante di Newton e dunque
P(X) = f[x0] + f[x0, X1](X = Xo) + ... +f[X0, X1, ..., Xn] (X = X0)(X — X1)...(X —Xn-1)
ESEMPIO 4
Con i dati ddl’esempio 3, determinare il polinomio interpolante di Newton dle differenze divise.
[l polinomio é dato da:
y=a +a(X—1) + aXx—1)(X —2) + ag(x — )(x —2)(X — 3).
Cdcoliamo i coefficienti: a = 6. Le differenze divise del primo ordine sono:
a=(2-6)/(2-1) =-4,
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=[(4-6)/(2*1)] -[(2-6) / (1*1)] = +3,
=[(92)-3]/(4-1)=1/2.
S ottiene cod il polinomio interpolante di Newton:
y=6-4x-1+3X-)X-2) + Y- (X -2)(x —3)
e svolgendoi cdcali, s ha
y = 13— (15/2)x + ¥4,
S assegnerail seguente esercizio.
Determinare il polinomio interpolante ed i vaori della seguente tabella, applicando la formula di
Lagrange e laformuladi Newton dle differenze divise
| x o 1 2 3
y 2 3 5 5

NDANDMD

Nel corso ddl’'ultima lezione s fara ossarvare che, se i punti X Sono equintervalat da una
quantita h, cioe se sono date len + 1 ascisse
X0, Xot+h, Xo+2h, ..., X +nh,
acui corrigpondono le ordinate

yO, yla y21 CEEE yn7
lafunzione interpolante che 9 ottiene € datadal seguente polinomio di grado n

X=X Dzyo
PX) =Yo+ ¥2%% DYO'F?/4 4z ?/4?/4 Y +

h
X—X [X—Xo (x-% | Do
9/49/49/4 ?/4?/4?/4-1 Y0¥2¥Ya -4 YYa + ...+
h 3
N
X —Xo — X—Xo D”yo
37374?/4 3/43/4 a-IL ... ¥ -n+l 33
h n!
N

dove, per ricorrenza,

Dyi = Yi+1 =i (peri £n-1)
D’y =Dyi1 - Dy (peri£n-2)
Di = D?yiv1 - D1 (peri £n-3)
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In |aboratorio S mostrerd, attraverso I'uso di un foglio Excd, il seguente

ESEMPIO 5

Cdcolare il polinomio di interpolazione per la funzione y = logx ndl’intervdlo [10, 12] prendendo
h=0,5.

Codtruiamo latabelladei vaori ddlle coppie x;, Vi.

h=0,5

X y deltay  delta’y  deltaly
10 1,00000 0,02119 -0,00099 0,00009
10,5 1,02119 0,02020 -0,00090 0,00008
11  1,04139 0,01931 -0,00082
11,5 1,06070 0,01848

12 1,07918

Cdla Funzione FormulaExce

A6 X+h =A5 + $B$2

B5 logLoX =LOG10(A5)

C5 Dy =B6-B5

D5 Dy =C6-C5

E5 Dy =D6— D5
Lafunzione interpolante assume quindi |a seguente espressione:

X — 10 x —10 { 10 000099
P(X) = 1+ %% 0, 02119 +%%% YVl - %%% +
X — 104[x 10 x—10 0,00009
Yo YaYa Ya¥a3 ?/4 V¥ - 23I YoYa¥aYa.

S assegneranno poi | seguenti esercizi
Cdcolae i polinomi interpolanti, con i metodi Sudidti, dele seguenti funzioni ndl’intervalo a
fianco indicato, prendendo h = 0,5:

1.y = logx [8, 10]
2y=Qx+1) [3 5
3.y =3 [2, 4]

MDA

VERIFICA E VALUTAZIONE
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Al fine di verificare e vautare il raggiungimento degli obiettivi, d termine dela traitazione
degli argomenti ddl’unita, S fara svolgere un compito in dase La vdutazione finde sara dabilita
tenendo conto anche de risultati conseguiti nelle verifiche ordi e di fatori qudi I'impegno,
I"interesse e la parteci pazione mogtrati.

In paticolare, per veificare il conseguimento ddl’obiettivo 1 § chiedera dl’dlievo di
spiegare quando e perché é necessario far uso del metodi di interpolazione. Per verificare |l
consguimento dell’obiettivo 2, gli § chiedera di ricodtruire le formule dei polinomi  interpolanti
dudieti. Per verificare il conseguimento degli obiettivi 3 e 4, 9 chiedera di svolgere dei problemi
fornendo dati differenti.

Volendo vdutare le capacita di  percezione, cognizione, riflessone, daborazione ed
applicazione, 5 farariferimento dla grigliadi vautazione ddl’ unita didettica precedente.
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